
2) β, γ, p

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка, тj. та-
кав да jе BC+CA+AB

2
= p, ∡ABC = β и ∡BCA = γ.

A

B CD E

Нека су D,E тачке на правоj BC такве да jе B(D,B,C,E), DB = AB

и CE = AC. Тада jе DE = AB + BC + CA = 2p. Троугао △ABD jе
jеднакокраки, jер jе AB = DB, па следи да jе ∡ADB = ∡DAB = ϕ. Угао
∡ABC jе спољашњи угао тог троугла, па jе он jеднак збиру унутрашњих
несуседних углова ∡ADB и ∡DAB. Дакле, β = ϕ+ ϕ = 2ϕ, па следи да
jе ϕ = β

2
. Дакле, ∡ADB = β

2
. Слично се доказуjе да jе ∡AEC = γ

2
.

У троуглу △ADE важи да jе DE = 2p, ∡ADE = ∡ADB = β

2
и

∡AED = ∡AEC = γ

2
, па таj троугао умемо да конструишемо. Како jе

DB = AB, следи да тачка B припада медиjатриси дужи DA. Слично, из
CE = AC следи да тачка C припада медиjатриси дужи AE.

Конструкциjа: Конструишимо троугао △ADE такав да jе DE = 2p,
∡ADE = β

2
, ∡AED = γ

2
. Конструишимо медиjатрисe дужи AD и AE и

означимо редом њихове пресеке с дужи DE са B,C тако да важи распо-
ред B(D,B,C,E).

A

D EB C

Доказ: Треба доказати да jе AB+BC+AC
2

= p, да jе ∡ABC = β и да jе
∡BCA = γ. ПК jе B(D,B,C,E), па jе DE = DB + BC + CE. Тачка
B припада медиjатриси дужи AD, па jе DB = AB, а тачка C припада
медиjатриси дужи AE, па jе EC = AC. Следи да jе DE = AB+BC+AC.
Такође, ПК jе DE = 2p, па следи да jе AB + BC + AC = 2p, односно да
jе AB+BC+AC

2
= p.

Из DB = AB следи да jе троугао △ADB jеднакокрак, па имамо да
jе ∡DAB = ∡ADB. ПК важи да jе B(D,B,C,E) и ∡ADE = β

2
, па jе
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∡ADB = ∡ADE = β

2
. Угао ∡ABC jе спољашњи угао троугла △ADB, па

jе jеднак збиру унутрашњих несуседних углова ∡DAB и ∡ADB. Дакле,
∡ABC = ∡DAB + ∡ADB = β

2
+ β

2
= β. Слично се доказуjе и да jе

∡BCA = γ.

A

D EB C

Дискусиjа: Ако jе β + γ ≥ π, не постоjи троугао △ABC коме су то
унутрашњи углови, па задатак нема решења.

Нека jе β+γ < π. Тада jе β

2
+ γ

2
< π

2
< π, па постоjи jединствен троугао

△ADE до на подударност. Да ли медиjатрисе страница AD и AE секу
страницу DE редом у тачкама B,C тако да важи B(D,B,C,E)? Угао
∡ADE = β

2
jе оштар, па медиjатриса странице AD, коjа jе нормална на

краку DA тога угла, сече његов други крак. Дакле, тачка B постоjи и
важи B,E−.. D. Нама jе потребно да важи распоред B(D,B,E), а то jе
тачно ако jе ∡DAB < ∡DAE. Како jе ∡DAB = ∡ADB = β

2
и ∡DAE =

π−∡ADE−∡AED = π− β

2
− γ

2
, следи да важи B(D,B,E) ако испуњено

β

2
< π − β

2
− γ

2
, односно β + γ

2
< π, што jе испуњено, jер jе β + γ < π.

Треба jош проверити да ли медиjатриса странице AE сече EB у тачки
C таквоj да важи B(B,C,E), jер ће онда важити распоред B(D,B,C,E).

Угао ∡AEB = ∡AED = γ

2
jе оштар, па медиjатриса странице AE,

коjа jе нормална на краку EA тога угла, сече његов други крак EB у
тачки C таквоj да jе B,C −.. E. При томе важи распоред B(E,C,B) ако jе
∡EAC < ∡EAB. Како jе ∡EAC = ∡AEC = γ

2
и ∡EAB = π − ∡ABE −

∡AEB = π− β − γ

2
, следи да jе B(E,C,B) испуњен ако jе γ

2
< π− β − γ

2
,

односно ако jе β + γ < π.
Дакле, ако jе β + γ < π, постоjи jединствено решење до на подудар-

ност.
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3) α, a, b+ c

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка, тj. та-
кав да jе ∡BAC = α, BC = a и AC + AB = b+ c.

A

B C

D

Нека jе D тачка таква да важи B(B,A,D) и AD = AC. Тада jе BD =
BA+AD = BA+AC = b+c. Такође, троугао △ACD jе jеднакокраки, па jе
∡ADC = ∡ACD = ϕ. Угао ∡BAC jе спољашњи угао троугла △ACD, па
jе jеднак збиру његових унутрашњих несуседних углова ∡ADC и ∡ACD.
Следи да jе α = ϕ+ ϕ, тj. ϕ = α

2
. Дакле, ∡ADC = α

2
.

У троуглу △BCD jе BC = a, BD = b+ c и ∡BDC = ∡ADC = α
2
, па

таj троугао умемо да конструишемо. Из B(B,A,D) и AD = AC следи да
тачка A припада пресеку медиjатрисе странице CD и странице BD.

Конструкциjа:

B C

D

D′

A A′

Конструишимо троугао △BCD такав да jе BC = a, BD = b + c и
∡BDC = α

2
. Конструишимо медиjатрису странице CD и означимо са A

њен пресек са страницом BD (дакле, да важи B(D,A,B)).
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Доказ: Треба доказати да jе ∡BAC = α, BC = a и AC + AB = b + c.
ПК jе BC = a. Тачка A припада страници BD, па важи B(B,A,D) и
BD = BA+AD. С друге стране, тачка A припада медиjатриси странице
CD, па jе AD = AC. Дакле, BD = BA + AC, а како jе ПК BD = b + c,
следи да jе BA + AC = b + c. Троугао △ACD jе jеднакокрак, па jе
∡ACD = ∡ADC. Како jе ПК B(B,A,D) и ∡BDC = α

2
, следи да jе

∡ADC = ∡BDC = α
2
. Угао ∡BAC jе спољашњи угао троугла △ACD, па

jе jеднак збиру унутрашњих несуседних углова ∡ACD и ∡ADC. Следи
да jе ∡BAC = ∡ACD + ∡ADC = α

2
+ α

2
= α.

B C

D

D′

A A′

Дискусиjа: Ако jе α ≥ π, не постоjи троугао △ABC коме jе то унутра-
шњи угао, па задатак нема решења.

Ако jе b + c ≤ a, не постоjи троугао △ABC коме je b + c збир двеjу
страница а a трећа страница (због неjеднакости троугла), па задатак
нема решења.

Нека jе α < π и b+ c > a. Да би постоjао троугао △BCD, потребно jе
да буде испуњено BD ≤ BC

sin∡BDC
, односно b+c ≤ a

sin α
2

. Нама ниjе познато

да ли jе угао ∡BCD оштар, прав или туп. Како jе BD = b+ c > a = BC,
следи да постоjе два неподударна троугла △BCD ако jе b + c < a

sin α
2

,

односно да jе троугао △BCD jединствен ако jе b+ c = a
sin α

2

.

Треба jош проверити да ли медиjатриса странице CD сече страницу
BD, тj. да ли важи B(D,A,B). С обзиром на то да jе ∡BDC = α

2
<

π
2
, медиjатриса дужи CD сигурно сече полуправу DB у некоj тачки A

(права нормална на jедном краку оштрог угла сече други крак). Троугао
△CDA jе jеднакокраки (AC = AD), па jе ∡ACD = ∡ADC = ∡BDC.
Тачка A припада дужи BD ако и само ако jе ∡DCA < ∡DCB, односно
ако и само ако jе ∡BDC < ∡DCB. На основу неjеднакости троугла, ово
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важи ако и само ако jе BC < DB, тj. a < b+c, а ово смо претпоставили да
важи. Дакле, за сваки од неподударних троуглова △BCD постоjи тачка
A, па постоjе два неподударна троугла △ABC.

Дакле, ако jе α < π, b+ c > a и a
sin α

2

> b+ c, постоjе два неподударна

решења. Ако jе α < π, b+c > a и a
sin α

2

= b+c, постоjи jединствено решење

до на подударност. У супротном нема решења.

4) а) β, hc, b+ c

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Ако
jе C ′ подножjе висине из темена C, онда jе ∡ABC = β, CC ′ = hc и
AC + AB = b+ c.

A

B C

C ′

M
M ′

Нека су M,M ′ тачке из Великог задатка. Тада важи A,M ′ −.. BC и
MM ′ ⊥ AB. Следи да jе ∡M ′BC = β. На основу Великог задатка следи
да jе BM ′ = 1

2
(b + c). Из CC ′ = hc следи да тачка C припада правоj

коjа jе паралелна правоj AB, тj. правоj BM ′, налази се на растоjању hc
од ње и налази се с оне стране праве BM ′ с коjе се налази крак BC

угла ∡M ′BC. Тачка M припада правоj коjа jе нормална на правоj BM ′

у тачки M ′ и медиjатриси дужи BC. Коначно, тачка A припада правоj
BM ′ и описаном кругу троугла △BCM , jер jе то у ствари описани круг
троугла △ABC коме тачка M припада на основу Великог задатка.

Конструкциjа: Конструишимо дуж BM ′ = 1
2
(b + c). Конструишимо

угао ∡M ′Bq = β. Конструишимо праву p коjа jе паралелна правоj BM ′,
налази се на растоjању hc од ње и налази се с оне стране праве BM ′ с
коjе се налази крак Bq угла ∡M ′Bq. У пресеку праве p и крака Bq озна-
чимо тачку C. Конструишимо медиjатрису m дужи BC. Конструишимо
нормалу n на правоj BM ′ у тачки M ′. У пресеку правих m и n озна-
чимо са M тачку такву да важи M,M ′ −.. BC. Конструишимо описани
круг l троугла △BMC. У пресеку круга l и праве BM ′ означимо тачку
A (различиту од тачке B) такву да важи A,M ′ −.. BC.
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Доказ: Треба доказати да jе ∡ABC = β, AC+AB = b+c и да jе висина
из темена C подударна дужи hc.

ПК jе ∡M ′BC = β и A,M ′ −.. BC. Следи да jе ∡ABC = ∡M ′BC = β.
Тачка C припада правоj коjа jе паралелна правоj BM ′, тj. правоj AB

и налази се на растоjању hc од ње. Ако jе CC ′ висина из темена C, тj.
ако jе C ′ тачка на правоj AB и CC ′ ⊥ AB, следи да jе CC ′ = hc (дуж
коjа jе нормална на паралелним правима подударна jе растоjању између
њих).

ПК круг l садржи тачкеA,B,C, па jе то описани круг троугла △ABC.
ПК тачка M припада медиjатриси m странице BC и описаном кругу l

троугла △ABC. ПК важи M,M ′ −.. BC и A,M ′ −.. BC, па следи да важи
A,M −.. BC. Према томе, тачка M jе тачка из Великог задатка. Тачка M
припада нормали n на правоj BM ′, односно правоj AB, у тачки M ′, па
следи да jе M ′ подножjе нормале из тачке M на правоj AB. Дакле, M ′ jе
тачка из Великог задатка. На основу Великог задатка jе BM ′ = 1

2
(AC +

AB), а како jе ПК BM ′ = 1
2
(b+ c), следи да jе 1

2
(AC +AB) = 1

2
(b+ c), тj.

да jе AC + AB = b+ c.

Дискусиjа: Ако jе β ≥ π, не постоjи троугао △ABC коме jе то унутра-
шњи угао, па задатак нема решења.

A

B C

C ′

M

M ′

X

Нека jе β < π. Ако β ниjе оштар, онда се нормала n на правоj BM ′

у тачки M ′ и полуправа BC (крак угла ∡M ′BC = ∡M ′Bq = β) не секу.
Тада jе испуњено M,M ′ −.. BC. Ако jе пак β оштар, онда се нормала n
и полуправа BC секу у некоj тачки X. Услов да важи M,M ′ −.. BC jе
1
2
BC < BX. Из cos β = BM ′

BX
добиjамо BX = BM ′

cosβ
, па услов да важи

M,M ′ −.. BC гласи 1
2
BC < BM ′

cosβ
. Како jе sin β = CC′

BC
= hc

BC
, следи да jе

BC = hc
sinβ

, па добиjамо hc
2 sinβ

< b+c
2 cosβ

, тj. hc < (b+ c) tg β.
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M ′

B C

M

A

Y

Остаjе jош да нађемо услов коjи ће обезбедити да се права BM ′ и
круг l секу у тачкама A,B таквим да jе A,M ′ −.. BC. Нека jе t тан-
гента на кругу l у тачки B и нека jе Y тачка на њоj таква да важи
Y,M,M ′ −.. BC. Тада jе ∡Y BM угао између тетиве BM и тангенте t,
па jе подударан перифериjском углу ∡BCM над тетивом BM . Троугао
△BCM jе jеднакокрак, па су углови ∡MBC и ∡BCM подударни. Следи
да jе ∡Y BM = ∡BCM = ∡MBC. Услов да важи распоред A,M ′ −.. BC
jе да jе угао ∡MBM ′ мањи од угла ∡MBY , тj. од њему подударног угла
∡MBC. Како jе cos опадаjућа функциjа на

(

0, π
2

)

(и на (0, π), али овде
jе примењуjемо на оштре углове), оваj услов jе еквивалентан са условом

cos∡MBM ′ > cos∡MBC, тj. BM ′

BM
>

1

2
BC

BM
, односно BM ′ > 1

2
BC. Дакле,

услов jе 1
2
(b+ c) > 1

2
hc

sinβ
, тj. hc < (b+ c) sin β. Оваj услов jе jачи од посто-

jећег услова hc < (b + c) tg β за оштре углове β, jер jе sin β < tg β за све
β ∈

(

0, π
2

)

, па jе услов hc < (b+ c) tg β за оштре углове β сувишан. Тако-
ђе, услов hc < (b+ c) sin β мора важити за све β ∈ (0, π) да би постоjало
решење.

Дакле, ако jе β < π и hc ≥ (b+ c) sin β, нема решења, а ако jе β < π и
hc < (b+ c) sin β, постоjи jединствено решење до на подударност.
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б) β, hc, b− c

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Нека
jе C ′ подножjе висине из темена C. Тада jе ∡ABC = β, CC ′ = hc и
AC − AB = b− c (дакле, мора бити AC > AB).

A

B C

C ′

N

N ′

Нека су N,N ′ тачке из Великог задатка. Тада важи A,N ′ ÷BC (због
AB < AC) и NN ′ ⊥ AB. Следи да jе ∡N ′BC = π−β. На основу Великог
задатка следи да jе BN ′ = 1

2
(b − c). Из CC ′ = hc следи да тачка C

припада правоj коjа jе паралелна правоj AB, тj. правоj BN ′, налази се
на растоjању hc од ње и налази се с оне стране праве BN ′ с коjе се
налази крак BC угла ∡N ′BC. Тачка N припада правоj коjа jе нормална
на правоj BN ′ у тачки N ′ и медиjатриси дужи BC. Коначно, тачка A

припада правоj BN ′ и описаном кругу троугла △BCN , jер jе то у ствари
описани круг троугла △ABC коме тачка N припада на основу задатка
1.9.

Конструкциjа: Конструишимо дуж BN ′ = 1
2
(b−c). Конструишимо угао

∡N ′Bq = π − β. Конструишимо праву p коjа jе паралелна правоj BN ′,
налази се на растоjању hc од ње и налази се с оне стране праве BN ′

с коjе се налази крак Bq угла ∡N ′Bq. У пресеку праве p и крака Bq

означимо тачку C. Конструишимо медиjатрису m дужи BC. Констру-
ишимо нормалу n на правоj BN ′ у тачки N ′. У пресеку правих m и n

означимо са N тачку такву да важи N,N ′ −.. BC. Конструишимо описани
круг l троугла △BNC. У пресеку круга l и праве BN ′ означимо са A

тачку такву да важи B(A,B,N ′).

Доказ: Треба доказати да jе ∡ABC = β, AC > AB и AC −AB = b− c,
као и да jе висина из темена C подударна дужи hc.

ПК важи B(A,B,N ′) и ∡N ′BC = π−β, па jе ∡ABC = π−∡N ′BC =
π − (π − β) = β.

Тачка C припада правоj коjа jе паралелна правоj BN ′, тj. правоj AB
и налази се на растоjању hc од ње. Ако jе CC ′ висина из темена C, тj.
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ако jе C ′ тачка на правоj AB и CC ′ ⊥ AB, следи да jе CC ′ = hc (дуж
коjа jе нормална на паралелним правима подударна jе растоjању између
њих).

Круг l садржи тачке A,B,C, па jе то описани круг троугла △ABC.
Тачка N припада медиjатриси m странице BC и описаном кругу l тро-
угла △ABC. ПК важи B(A,B,N ′), па следи да важи A,N ′ ÷BC, а како
ПК важи N,N ′ −.. BC, следи да важи A,N÷BC. Према томе, тачка N jе
тачка из Великог задатка. Тачка N припада нормали n на правоj BN ′,
односно правоj AB, у тачки N ′, па следи да jе N ′ подножjе нормале
из тачке N на правоj AB. Дакле, N ′ jе тачка из Великог задатка. Због
B(A,B,N ′), следи да jе AN ′ > AB, а на основу Великог задатка jе AN ′ =
1
2
(AC +AB) (ово важи без обзира на то да ли jе AB < AC или ниjе), па

следи да jе 1
2
(AC + AB) > AB, односно AC + AB > 2AB, тj. AC > AB.

Сада основу Великог задатка следи да jе BN ′ = 1
2
(AC − AB), а како

jе ПК BN ′ = 1
2
(b − c), следи да jе 1

2
(AC − AB) = 1

2
(b − c), тj. да jе

AC − AB = b− c.

Дискусиjа: Ако jе β ≥ π, не постоjи троугао △ABC коме jе то унутра-
шњи угао, па задатак нема решења.

A

B C

C ′

N

N ′

X

Нека jе β < π. Ако β ниjе туп, онда π−β ниjе оштар, па се нормала n
на правоjBN ′ у тачкиN ′ и полуправаBC (крак угла ∡N ′BC = ∡N ′Bq =
π − β) не секу. Тада jе испуњено N,N ′ −.. BC. Ако jе пак β туп, тj. π −
β оштар, онда се нормала n и полуправа BC секу у некоj тачки X.
Услов да важи N,N ′ −.. BC jе 1

2
BC < BX. Из cos(π − β) = BN ′

BX
добиjамо

BX = BN ′

cos(π−β) , па услов да важи N,N ′ −.. BC гласи 1
2
BC < BN ′

cos(π−β) . Како

jе sin(π − β) = CC′

BC
, следи да jе BC = CC′

sin(π−β) = hc
sin(π−β) , па добиjамо

hc
2 sin(π−β) <

b−c
2 cos(π−β) , тj. hc < (b− c) tg(π − β).
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N ′

B C

N

A

Y

Остаjе jош да нађемо услов коjи ће обезбедити распоред B(A,B,N ′).
Нека jе t тангента на кругу l у тачки B и нека jе Y тачка на њоj таква да
важи Y,N,N ′ −.. BC. Тада jе ∡Y BN угао између тетиве BN и тангенте
t, па jе подударан перифериjском углу ∡BCN над тетивом BN . Троугао
△BCN jе jеднакокрак, па су углови ∡NBC и ∡BCN подударни. Следи
да jе ∡Y BN = ∡BCN = ∡NBC. Услов да важи распоред B(A,B,N ′)
jе да jе угао ∡N ′BN већи од угла ∡Y BN , тj. од њему подударног угла
∡NBC. Како jе cos опадаjућа функциjа на

(

0, π
2

)

(и на (0, π), али овде
jе примењуjемо на оштре углове), оваj услов jе еквивалентан са условом

cos∡N ′BN < cos∡NBC, тj. BN ′

BN
<

1

2
BC

BN
, односно BN ′ < 1

2
BC. Дакле,

услов jе 1
2
(b− c) < 1

2
hc

sinβ
, тj. (b− c) sin β < hc (важи sin(π − β) = sin β).

Према томе, ако jе β ≤ π
2

и (b− c) sin β < hc, задатак има jединствено
решење до на подударност. Такође, ако jе β > π

2
и (b − c) sin β < hc <

(b − c) tg(π − β), задатак има jединствено решење до на подударност. У
свим осталим случаjевима задатак нема решења.
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5) а) ta, hb, b+ c

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Нека
jе A1 средиште странице BC и нека jе B′ подножjе висине из темена B.
Тада jе AA1 = ta, BB

′ = hb и AC + AB = b+ c.

A

B
C

B′

A1

D

E

M

Нека jе D тачка симетрична тачки A у односу на тачку A1. Тада jе
AD = AA1 + A1D = 2AA1 = 2ta. У четвороуглу ABDC диjагонале AD
и BC имаjу заjедничко средиште A1, па jе то паралелограм. Следи да jе
BD ‖ AC и BD = AC, као и AB ‖ CD и AB = CD. Нека jе M подножjе
нормале из тачке D на правоj AC и нека jе E тачка таква да jе B(A,C,E)
и CE = CD. Тада jе AE = AC + CE = AC + CD = AC + AB = b + c, а
како jе BB′ ⊥ AC и DM ⊥ AC, следи да jе BB′ ‖ DM . Због BD ‖ AC,
тj. BD ‖ B′M , следи да jе BDMB′ паралелограм (штавише, због услова
BB′ ⊥ B′M jе и правоугаоник), па jе DM = BB′ = hb.

У троуглу △ADE je AD = 2ta и AE = b+c, а висинаDM jе подударна
дужи hb. То значи да тачка D припада правоj коjа jе паралелна правоj
AE и налази се на растоjању hb од ње, као и да припада кругу с центром
у A и полупречником 2ta. Због CD = CE следи да тачка C припада
симетрали дужи DE. Тачка D jе симетрична тачки A у односу на тачку
A1, па jе A1 средиште дужи AD. Такође, тачка A1 jе средиште дужи BC,
па следи да jе тачка B симетрична тачки C у односу на тачку A1.
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Конструкциjа:

A E

DD′

CC ′

A1

A′

1

BB′

Конструишимо дуж AE = b + c. Конструишимо праву p паралелну
са AE на растоjању hb од ње. Конструишимо круг k(A, 2ta). У пресеку
круга k и праве p означимо тачку D. Конструишимо симетралу дужи
DE. У њеном пресеку с дужи AE означимо тачку C (дакле, B(A,C,E)).
Означимо с A1 средиште дужи AD и са B тачку симетричну тачки C у
односу на тачку A1.

Доказ: Треба доказати да jе тежишна дуж из темена A подударна дужи
ta, да jе висина из темена B подударна дужи hb и да jе AC +AB = b+ c.

ПК jе A1 средиште странице BC троугла △ABC, па jе AA1 тежишна
дуж из темена A. Такође, ПК jе AD = 2ta и A1 jе средиште дужи AD,
па следи да jе AA1 =

1
2
AD = 1

2
2ta = ta.

Диjагонале AD и BC четвороугла ABDC имаjу заjедничко средиште
A1, па jе у питању паралелограм. Следи да jе AB ‖ CD и AB = CD, као
и AC ‖ BD и AC = BD. Нека jе M подножjе висине из темена B троугла
△ABC. Како C припада правоj AE, следи да су праве AC и AE исте,
па из AC ‖ BD следи да jе AE ‖ BD. Права p садржи D и паралелна jе
са AE, па како и права BD садржи D и паралелна jе са AE, следи да су
праве p и BD исте, тj. да B ∈ p. Све тачке с праве p су на растоjању hb од
праве AE, тj. од праве AC, па како jе BM ⊥ AC, следи да jе BM = hb,
што jе и требало доказати.

Коначно, C припада симетрали дужи DE, па jе CD = CE, што за-
jедно са AB = CD даjе CE = AB. По конструкциjи jе B(A,C,E), па jе
AE = AC + CE = AC +AB, а такође jе по конструкциjи AE = b+ c, па
следи да jе AC + AB = b+ c.

Дискусиjа: Да би круг k(A, 2ta) и права p имали заjедничких тачака,
мора бити 2ta ≥ hb. Заиста, права p jе на растоjању hb од праве AE, што
значи да за сваку тачку X са праве p важи XA ≥ hb. Ако jе 2ta = hb,
онда имамо jединствену пресечну тачку D праве p и круга k(A, 2ta), а
ако jе 2ta > hb, имамо две такве тачке D. Из Дискусиjе у делу 3) овог
задатка следи да симетрала странице DE троугла △ADE сече страницу
AE у тачки C таквоj да jе B(A,C,E) ако и само ако jе AD < AE, тj. ако
и само ако jе 2ta < b+ c.
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Дакле, ако jе hb = 2ta < b + c, задатак има jединствено решење до
на подударност. Ако jе hb < 2ta < b + c, задатак има два неподударна
решења. У осталим случаjевима задатак нема решења.

б) ta, hb, b− c

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Тада
jе AC > AB. Нека jе A1 средиште странице BC и нека jе B′ подножjе
висине из темена B. Тада jе AA1 = ta, BB

′ = hb и AC − AB = b− c.

A

B
C

B′

A1

D

E

M

Нека jе D тачка симетрична тачки A у односу на тачку A1. Тада jе
AD = AA1 + A1D = 2AA1 = 2ta. У четвороуглу ABDC диjагонале AD
и BC имаjу заjедничко средиште A1, па jе то паралелограм. Следи да jе
BD ‖ AC и BD = AC, као и AB ‖ CD и AB = CD. Нека jе M подножjе
нормале из тачке D на правоj AC и нека jе E тачка таква да jе B(A,E,C)
и CE = CD. Тада jе AE = AC − CE = AC − CD = AC − AB = b− c и
троугао △CDE jе jеднакокрак, па важи ∡CED = ∡CDE и то су оштри
углови. Следи да jе ∡AED = π − ∡CED туп угао, па важи распоред
B(A,E,M). Дакле, тачка E jе на страници AM таква да jе AE = b − c.
Како jе BB′ ⊥ AC и DM ⊥ AC, следи да jе BB′ ‖ DM . Због BD ‖ AC,
тj. BD ‖ B′M , следи да jе BDMB′ паралелограм (штавише, због BB′ ⊥
B′M jе и правоугаоник), па jе DM = BB′ = hb.

У троуглу △ADM je AD = 2ta, DM = hb и ∡AMD = π
2
, па умемо

да га конструишемо. Тачка E jе таква да jе B(A,E,M) и AE = b − c.
Због CD = CE следи да тачка C припада симетрали дужи DE. Тачка
D jе симетрична тачки A у односу на тачку A1, па jе A1 средиште дужи
AD. Такође, тачка A1 jе средиште дужи BC, па следи да jе тачка B

симетрична тачки C у односу на тачку A1.
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Конструкциjа:

A DA1

M

E

C

B

Конструишимо троугао △ADM такав je AD = 2ta, DM = hb и
∡AMD = π

2
. На дужи AM означимо тачку E такву да jе AE = b − c

(дакле, B(A,E,M)). Конструишимо симетралу дужи ED и означимо са
C њен пресек са правом AE тако да важи B(A,E,C). Означимо с A1 сре-
диште дужи AD и означимо са B тачку симетричну тачки C у односу
на тачку A1.

Доказ: Треба доказати да jе тежишна дуж из темена A подударна дужи
ta, да jе висина из темена B подударна дужи hb и да jе AC > AB и
AC − AB = b− c.

ПК jе A1 средиште странице BC троугла △ABC, па jе AA1 тежишна
дуж из темена A. Такође, ПК jе AD = 2ta и A1 jе средиште дужи AD,
следи да jе AA1 =

1
2
AD = 1

2
2ta = ta.

Диjагонале AD и BC четвороугла ABDC имаjу заjедничко средиште
A1, па jе у питању паралелограм. Следи да jе AB ‖ CD и AB = CD,
као и AC ‖ BD и AC = BD. Нека jе B′ подножjе висине из темена
B троугла △ABC. ПК jе BB′ ⊥ AC и DM ⊥ AM , а како су A,C,M

колинеарне, следи да jе BB′ ⊥ AM , па важи BB′ ‖ DM . Ово заjедно
са AC ‖ BD и чињеницом да су праве B′M и AC исте jер су тачке
A,B′,M,C колинеарне, следи да jе BD ‖ B′M , па jе четвороугао BB′MD

паралелограм (штавише правоугаоник, jер jе BB′ ⊥ B′M), што значи да
jе BB′ = DM . ПК jе DM = hb, па jе BB′ = hb.

Коначно, C припада симетрали дужи DE, па jе CD = CE, што за-
jедно са AB = CD даjе CE = AB. ПК jе B(A,E,C), па jе AC > CE,
односно AC > AB. Такође, важи AE = AC − CE = AC − AB, а ПК jе
AE = b− c, па следи да jе AC − AB = b− c.

Дискусиjа: Да би троугао △ADM могао да се конструише, мора бити
AD > DM (jер jе AD хипотенуза, а DM jе катета правоуглог троугла
△ADM), тj. мора бити 2ta > hb. Даље, да би било B(A,E,M), мора бити
AE < AM . Из Питагорине теореме следи да jе AD2 = AM2 + DM2,
па jе AM =

√
AD2 −DM2 =

√

(2ta)2 − h2b =
√

4t2a − h2b . Дакле, како jе

AE = b− c, добиjамо услов b− c <
√

4t2a − h2b .
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A DA1

M

E

C

B

Остаjе jош да проверимо да ли jе испуњено B(A,E,C). Угао ∡MED

jе оштар, jер jе jедан од углова правоуглог троугла △MED коjи ниjе
прав (∡EMD = ∡AMD = π

2
jер важи B(A,E,M)). Следи да симетрала

дужи ED сече крак EM оштрог угла ∡MED у тачки C таквоj да важи
M,C −.. E, па како важи A,M÷E, следи да важи A,C÷E, тj. B(A,E,C).

Према томе, ако jе 2ta > hb и b − c <
√

4t2a − h2b , постоjи jединствено
решење до на подударност. У свим осталим случаjевима, задатак нема
решења.

6) β − γ, b, c

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Тада
jе ∡ABC > ∡ACB и важи AC = b, AB = c и ∡ABC − ∡ACB = β − γ.

A

B C

D

Како jе наспрам већег угла већа страница, следи да jе AC > AB, тj.
да jе b > c. Нека jе D тачка таква да jе B(A,D,C) и AD = AB. Тада jе
троугао △ABD jеднакокрак, па jе ∡ADB = ∡ABD = π−∡BAC

2
= π−α

2
=

β+γ
2

. С друге стране, угао ∡ADB jе спољашњи угао троугла △BCD, па
jе jеднак збиру унутрашњих несуседних углова ∡CBD = ϕ и ∡BCD =
∡BCA = γ. Дакле, β+γ

2
= ϕ+γ, па jе ϕ = β+γ

2
−γ = β+γ−2γ

2
= β−γ

2
Дакле,

∡CBD = β−γ
2

, тj. дуж CD се из тачке B види под углом β−γ
2

.
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Конструкциjа:

A CD

B

Конструишимо дуж AC = b. Означимо тачкуD такву да jе B(A,D,C)
и AD = c. Конструишимо jедан од лукова ГМТ из коjих се дуж CD

види под углом β−γ
2

и означимо га са l. Конструишимо круг k(A,AD).
Означимо са B ону пресечну тачку круга k и лука l коjа ниjе тачка D.

Доказ: Треба доказати да jе ∡ABC > ∡ACB и да jе ∡ABC −∡ACB =
β − γ, као и да jе AC = b и AB = c.

ПК jе AC = b. Тачка B припада кругу k(A,AD) и ПК jе AD = c, па
jе AB = AD = c. ПК jе B(A,D,C), па jе AC > AD. Због AD = AB следи
да jе AC > AB, па jе и ∡ABC > ∡ACB. Тачка B припада луку l ГМТ
из коjих се дуж CD види под углом β−γ

2
, па следи да jе ∡CBD = β−γ

2
.

С друге стране, троугао △ABD jе jеднакокрак, па jе ∡ADB = ∡ABD =
π−∡BAD

2
, а угао ∡ADB jе спољашњи угао троугла △BCD, па jе jеднак

збиру унутрашњих несуседних углова, тj. ∡ADB = ∡CBD + ∡BCD.
Због распореда B(A,D,C) jе ∡BAD = ∡BAC и ∡BCD = ∡BCA. Следи
да jе

∡CBD = ∡ADB − ∡BCD =
π − ∡BAD

2
− ∡BCD

=
π − ∡BAC

2
− ∡BCA =

∡ABC + ∡ACB

2
− ∡BCA

=
∡ABC + ∡ACB − 2∡BCA

2
=

∡ABC − ∡ACB

2
.

Дакле, важи ∡ABC−∡ACB
2

= β−γ
2

, па следи да jе ∡ABC − ∡ACB = β − γ.

Дискусиjа: Ако jе b ≤ c или β − γ ≥ π, задатак нема решења.
Нека jе b > c и β − γ < π. Све што треба проверити jесте да ли круг

k и лук l осим тачке D имаjу jош заjедничких тачака. Круг k и лук l се
секу само у тачки D ако и само ако центар O лука l припада дужи CD

или важи l, O ÷ CD, што важи ако и само ако jе угао под коjим се са
лука l види дуж CD прав или туп, односно ако и само ако jе β−γ

2
≥ π

2
,

тj. β − γ ≥ π, што ниjе тачно.
Дакле, ако jе b > c и β−γ < π, онда задатак има jединствено решење

до на подударност, а у осталим случаjевима нема решења.
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Дефинициjа 22. Нека jе △ABC троугао и нека су E,F,G редом пресе-
чне тачке бисектриса унутрашњих углова код темена A,B,C и наспрам-
них страницаBC,CA,AB. ДужиAE,BF,CG зову се оgсечци бисекш—риса
унуш—рашњих уı–лова и означаваjу се редом са la, lb, lc.

A

B CE

F
G

7) β − γ, la, ρ

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Тада
jе ∡ABC > ∡ACB и ∡ABC−∡ACB = β−γ. Нека jе S центар уписаног
круга троугла △ABC, нека jе E пресечна тачка симетрале угла ∡BAC и
странице BC и нека jе P подножjе нормале из тачке S на страници BC.
Следи да jе AE = la и SP = ρ.

A

B CEF

S

P

Из ∡ABC > ∡ACB следи да jе AC > AB, па постоjи пресечна тачка
симетрале спољашњег угла код темена A и праве BC. Означимо jе са
F . Тада важи распоред тачака B(F,B,E,C). Угао ∡ABC jе спољашњи
угао троугла △AFB, па jе jеднак збиру унутрашњих несуседних углова
∡AFB и ∡FAB, а угао ∡FAE jе прав, jер jе то угао између симетрале
унутрашњег и спољашњег угла код темена A троугла △ABC. Следи
да jе ∡FAB = ∡FAE − ∡BAE = π

2
− ∡BAC

2
, па jе ∡ABC = ∡AFB +

∡FAB = ∡AFB + π
2
− ∡BAC

2
. Дакле, ∡AFB = ∡ABC − π

2
+ ∡BAC

2
=

2∡ABC−∡BAC−∡ABC−∡ACB+∡BAC
2

= ∡ABC−∡ACB
2

= β−γ
2

.

У троуглу △AFE jе AE = la, ∡AFE = ∡AFB = β−γ
2

и ∡FAE = π
2
,

па таj троугао умемо да конструишемо. Како jе P подножjе нормале из
тачке S на страници BC, тj. на правоj FE и важи SP = ρ, следи да тачка
S припада правоj p коjа jе паралелна са FE и налази се на растоjању ρ
од ње. При томе важи A, S−.. BC, тj. A, S−.. FE, па важи и A, p−.. FE.
Уписани круг k(S, ρ) додируjе странице AB и AC, па су праве AB и AC
тангенте из тачке A на уписаном кругу k троугла △ABC. Тачке B,C
су у пресеку тих тангенти и праве FE тако да важи распоред тачака
B(F,B,E,C).
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Конструкциjа: Конструишимо троугао △AFE такав да jе AE = la,
∡AFE = β−γ

2
и ∡FAE = π

2
. Конструишимо праву p паралелну са FE коjа

се налази на растоjању ρ од ње и за коjу важи A, p−.. FE. У пресеку праве
p и дужи AE означимо тачку S (дакле, важи B(A, S,E)). Конструишимо
круг k(S, ρ) и конструишимо тангенте из тачке A на кругу k. У пресеку
тих тангенти и праве FE означимо тачке B,C тако да важи B(F,B,E,C).

Доказ: Треба доказати да jе ∡ABC > ∡ACB и да jе ∡ABC −∡ACB =
β − γ, затим да jе одсечак бисектрисе унутрашњег угла код темена A

подударан дужи la и да jе полупречник уписаног круга подударан дужи
ρ.

A

B CEF

S

P

Тачка S jе ПК на растоjању ρ од праве FE, тj. од праве BC, па како
jе ПК k круг с центром у S и полупречником ρ, следи да jе BC тангента
круга k. ПК тачке B,C припадаjу тангентама круга k из тачке A, па су
праве AB,AC тангенте кругa k. ПК важи распоред B(B,E,C), па полу-
права AE припада углу ∡BAC. При томе, за тачку S са ње важи да jе
растоjање од крака AB тог угла подударно дужи ρ, као и растоjање од
крака AC тог угла (jер круг k(S, ρ) додируjе праве AB и AC), па jе по-
луправа AE бисектриса угла ∡BAC. Према томе, круг k jе или уписани
круг троугла △ABC или jе споља уписани круг коjи додируjе страницу
BC (у Великом задатку означен са ka(Sa, ρa)). Како важи B(A, S,E), за-
кључуjемо да jе k уписани круг троугла △ABC, па jе његов полупречник
ρ, што jе и требало доказати,

Такође, како jе полуправа AE бисектриса унутрашњег угла код те-
мена A троугла △ABC, следи да jе E тачка у пресеку те бисектрисе и
странице BC, па jе AE одсечак бисектрисе унутрашњег угла код темена
A, а ПК jе та дуж подударна дужи la.

Како jе ∡FAE = π
2
, следи да jе AF бисектриса спољашњег угла код

темена A троугла △ABC (jер jе нормална на бисектриси AE унутрашњег
угла код темена A). Угао ∡AEF jе оштар (jер jе угао правоуглог троугла
△AFE коjи ниjе прав угао) и он jе спољашњи угао троугла △AEC,
па jе jеднак збиру његових унутрашњих несуседних углова ∡EAC =
∡BAC

2
и ∡ACE = ∡ACB. Дакле, ∡BAC

2
+ ∡ACB < π

2
, па следи да jе и

∡BAC + 2∡ACB < π = ∡BAC + ∡ABC + ∡ACB, тj. ∡ACB < ∡ABC.

109



У делу Анализа jе доказано да jе тада ∡AFB = ∡ABC−∡ACB
2

, а како ПК

важи B(F,B,E) и ∡AFE = β−γ
2

, следи да jе ∡AFB = β−γ
2

. Према томе,
∡ABC−∡ACB

2
= β−γ

2
, тj. ∡ABC − ∡ACB = β − γ.

Дискусиjа: Ако jе β − γ ≥ π, задатак нема решења.

A

B CEF

S

P

P ′

A′

Нека jе β − γ < π. Тада jе β−γ
2

< π
2
, па постоjи троугао △AFE и

jединствен jе до на подударност. Нека jе A′ подножjе висине из темена A
у троуглу △AFE. Тада углови ∡A′AE и ∡AFE = β−γ

2
имаjу нормалне

краке, па jе ∡A′AE = β−γ
2

. Да би важило B(A, S,E), да би се тачка
A налазила у спољашњости круга k(S, ρ) и да би тангенте круга k из
тачке A секле праву FE у тачкама B,C таквим да важи B(F,B,E,C),
потребно jе и довољно да висина AA′ буде већа од пречника круга k, тj.
да важи AA′ > 2ρ. Из правоуглог троугла △AA′E имамо cos∡A′AE =
AA′

AE
= AA′

la
, тj. да jе AA′ = la cos∡A

′AE = la cos
β−γ
2

. Према томе, услов

jе la cos
β−γ
2
> 2ρ. Према томе, ако jе β − γ < π и la cos

β−γ
2
> 2ρ, постоjи

jединствено решење до на подударност. У осталим случаjевима, задатак
нема решења.
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Конструкциjа геометриjског места тачака (ГМТ) из коjих се
дати круг види под датим углом

X

O Y

l

k

Нека jе k(O, r) дати круг и ϕ дати угао. Нека jе Y ∈ k произвољна и
нека jеX таква да троугао △OXY задовољава ∡OYX = π

2
и ∡OXY = ϕ

2
.

Конструишимо затим круг l(O,OX) и то jе тражено ГМТ.
Покажимо да за сваку тачку X ′ са круга l важи да припада траженом

ГМТ. Нека су Y ′, Z ′ додирне тачке тангенти круга k из тачке X ′. Потреб-
но jе доказати да jе ∡Y ′X ′Z ′ = ϕ. Троуглови △X ′OY ′ и △XOY задово-
љаваjу да jе X ′O = XO, OY ′ = OY и ∡X ′Y ′O = π

2
= ∡XY O, а углови

∡OX ′Y ′ и ∡OXY су оба оштра (правоугли троуглови имаjу по jедан прав
и два оштра угла). На основу става ССУ следи да jе △X ′OY ′ ∼= △XOY ,
па jе ∡OX ′Y ′ = ∡OXY = ϕ

2
. Слично jе и △X ′OZ ′ ∼= △XOY , па jе

∡OX ′Z ′ = ∡OXY = ϕ

2
. Следи да jе ∡Y ′X ′Z ′ = ϕ

2
+ ϕ

2
= ϕ.

X

O
Y

l

k

X ′

Y ′

Z ′

Напомена 8. Ова конструкциjа jе помоћна конструкциjа и уколико се
користи у неком другом задатку, потребно jе исписати њене кораке у ета-
пи Конструкциjа (могу се навести одвоjено од осталих корака, с назнаком
да се ради о помоћноj конструкциjи). Ниjе потребно доказивати да се из
сваке тачке конструисаног круга дати круг види под датим углом.
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8) α, b− c, ρa

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Тада jе
AC > AB, ∡BAC = α, AC − AB = b− c и полупречник споља уписаног
круга наспрам темена A jе подударан дужи ρa.

A

B
C

P

Sa

Pa

P ′

a

Нека су P, Sa, Pa, P
′
a тачке из Великог задатка. На основу Великог

задатка следи да важи B(A,P, P ′
a), као и PPa = b− c.

У троуглу △PPaP ′
a jе PPa = b − c, ∡PPaP

′
a =

π
2

и PaP
′
a = 2ρa, па таj

троугао умемо да конструишемо. Тачка Sa jе средиште странице PaP
′
a и

можемо конструисати круг ka(Sa, ρa). Тачка A припада правоj PP ′
a тако

да важи B(A,P, P ′
a) и из тачке A се круг ka види под углом α. Тачке

B,C су пресечне тачке тангенти круга ka из тачке A и праве PPa тако
да важи B(B,P, Pa, C).
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Конструкциjа:

P Pa

P ′

a

Sa

A

B
C

Конструишимо троугао △PPaP ′
a такав да jе PPa = b− c, ∡PPaP ′

a =
π
2

и PaP
′
a = 2ρa. Означимо са Sa средиште странице PaP

′
a и конструишимо

круг ka(Sa, ρa). Конструишимо ГМТ l из коjих се круг ka види под углом
α. Oзначимо са A пресечну тачку ГМТ l и праве PP ′

a такву да важи
B(A,P, P ′

a). Конструишимо тангенте круга ka из тачке A и означимо са
B,C њихове пресеке са правом PPa тако да важи B(B,P, Pa, C).

Доказ: Треба доказати да jе ∡BAC = α, AC > AB и AC − AB =
b − c, као и да jе полупречник споља уписаног круга наспрам темена A
подударан дужи ρa.

Тачке B,C припадаjу тангентама круга ka из тачке A, па су праве
AB,AC тангенте круга ka. ПК jе Sa средиште PaP

′
a и ∡PPaP

′
a = π

2
, па

следи да jе PPa ⊥ PaSa. ПК jе PaP
′
a = 2ρa, па следи да jе SaPa =

1
2
PaP

′
a =

1
2
2ρa = ρa, тj. SaPa jе полупречник круга ka(Sa, ρa). Дакле, права PPa

jе нормална на полупречнику круга ka, па jе она тангента тог круга.
Штавише, како jе SaPa = ρa, следи да jе тачка Pa додирна тачка кру-
га ka и праве PPa. Како ПК тачке B,C припадаjу правоj PPa и важи
B(B,P, Pa, C), следи да jе права BC исто што и права PPa и да тачка Pa
припада дужи BC, па круг ka додируjе страницу BC троугла △ABC.
Дакле, круг ka jе или уписани круг троугла △ABC или jе споља уписани
круг наспрам темена A. Како ПК важи B(A,P, P ′

a) и P ∈ BC, следи да
важи A,P ′

a ÷ BC. Такође, Sa jе средиште PaP
′
a и Pa ∈ BC, па следи да

важи P ′
a, Sa−.. BC. Према томе, важи A, Sa÷BC, па jе ka споља уписани

круг коjи додируjе страницу BC. Овим смо доказали и да jе полупре-
чник споља уписаног круга наспрам темена A троугла △ABC подударан
дужи ρa.
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ПК jе l ГМТ из коjих се круг ka(Sa, ρa) види под углом α. Како тачка
A припада ГМТ l, следи да jе угао ∡BAC коjи граде тангенте AB,AC
круга ka jеднак α, тj. ∡BAC = α.

P Pa

P ′

a

Sa

A

Ra

B
C

Тачке Sa, Pa су редом центар споља уписаног круга наспрам темена
A и додирна тачка тог круга и странице BC. Тачка Sa jе средиште дужи
PaP

′
a, па jе тачка P ′

a диjаметрално супротна тачки Pa. На основу Великог
задатка, став 1), следи да су теме A, додирна тачка уписаног круга и
странице BC и тачка P ′

a колинеарне и да су тим редом распоређене на
правоj коjа их садржи. Како jе пресечна тачка праве AP ′

a и странице BC
тачка P , следи да jе тачка P додирна тачка уписаног круга и странице
BC. Нека jе Ra додирна тачка споља уписаног круга ka и праве AB.
На основу Великог задатка jе дуж ARa подударна полуобиму троугла
△ABC, BPa = BRa = ARa−AB и BP = ARa−AC. Како важи распоред
B(B,P, Pa) следи да jе BPa > BP , па jе ARa − AB > ARa − AC, тj.
AC > AB. На основу Великог задатка jе PPa = AC − AB, а како jе ПК
PPa = b− c, следи да jе AC − AB = b− c.

Дискусиjа: Ако jе α ≥ π, не постоjи троугао △ABC коме jе то унутра-
шњи угао, па задатак нема решења.

Нека jе α < π. Постоjи троугао △PPaP ′
a и jединствен jе до на подудар-

ност, па постоjи и jединствено средиште Sa странице PaP
′
a. Полупречник

SaA круга l (ГМТ из коjих се круг ka види под углом α) jе већи од ρa,
па jе тачка P ′

a у унутрашњости круга l. Следи да права PP ′
a сече круг l

у двема тачкама, при чему jе jедна с исте стране тачке P ′
a као тачка P , а

друга jе са супротне стране. Тачка A jе она за коjу важи A,P −.. P ′
a, а да

би важило B(A,P, P ′
a) (пошто може важити и B(P,A, P ′

a)), мора важити
SaA > SaP , тj. и тачка P мора бити унутар круга l. Из Питагорине тео-
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реме jе SaP
2 = SaP

2
a + PaP

2 = ρ2a + (b − c)2, па jе SaP =
√

ρ2a + (b− c)2.
У правоуглом троуглу △ASaRa jе SaA хипотенуза, а катета SaRa на-
спрам угла ∡SaARa =

α
2

jе подударна са полупречником ρa круга ka, па

jе sin α
2
= ρa

SaA
, тj. SaA = ρa

sin α
2

. Дакле, имамо услов ρa
sin α

2

>
√

ρ2a + (b− c)2.

Тачка A jе у спољашњости круга ka, услов B(A,P, P ′
a) обезбеђуjе да тан-

генте круга ka из тачке A секу праву PPa тако да се тачке P, Pa налазе
између тих пресечних тачака. Према томе, B(B,P, Pa, C) служи томе да
се jединствено одреди коjа jе од тих пресечних тачака тачка B, а коjа jе
тачка C.

P Pa

P ′

a

Sa

A

Ra

B
C

Према томе, ако jе α < π и ρa
sin α

2

>
√

ρ2a + (b− c)2, постоjи jединствено

решење до на подударност. У осталим случаjевима задатак нема решења.

Конструкциjа заjедничких спољашњих тангенти два круга
Нека су k1(O1, r1) и k2(O2, r2) дати кругови.

O1 O2

k2k1

A2A1

Ако jе r1 = r2, конструишимо праву t коjа jе паралелна са правом
O1O2 и налази се на растоjању r1(= r2) од ње.
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O1 O2

k2

k1

B2

A2

A1

Без умањења општости претпоставимо да jе r1 < r2 (ако ниjе, тj. ако
jе r1 > r2, означимо тачку O1 са O2 и обратно, круг k1 са k2 и обратно
и полупречник r1 са r2 и обратно). Конструишимо круг k′2(O2, r2 − r1).
Конструишимо тангенту t′ круга k′2 из тачке O1 и конструишимо праву t
коjа jе паралелна са правом t′, налази се на растоjању r1 од ње и за коjу
важи t, O2 ÷ t′.

Ако jе r1 = r2 и O1 6= O2, онда постоjе тачно две праве t коjе су
паралелне са O1O2 и налазе се на растоjању r1(= r2) од ње, па постоjе
тачно две заjедничке спољашње тангенте кругова k1, k2. Ако jе r1 = r2 и
O1 = O2, онда се кругови k1 и k2 поклапаjу, па jе свака тангента круга
k1 уjедно и тангента круга k2, па постоjи бесконачно много заjедничких
спољашњих тангенти.

Нека jе без умањења општости r1 < r2. Да би постоjала тангента круга
k′2(O2, r2 − r1) из тачке O1, она мора бити или на кругу k′2 или у његовоj
спољашњости, тj. мора важити O1O2 ≥ r2 − r1. Ако jе O1O2 = r2 − r1,
тада постоjи jединствена тангента t′, па постоjи и jединствена заjедничка
спољашња тангента кругова k1, k2. Ако jе O1O2 > r2 − r1, онда постоjе
две тангенте t′, па постоjе и две заjедничке спољашње тангенте кругова
k1, k2.
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Конструкциjа заjедничких унутрашњих тангенти два круга
Нека су k1(O1, r1) и k2(O2, r2) дати кругови.

O1 O2

k2

k1

B2

A2

A1

Конструишимо круг k′2(O2, r2 + r1). Конструишимо тангенту t′ круга
k′2 из тачке O1 и конструишимо праву t коjа jе паралелна са правом t′,
налази се на растоjању r1 од ње и за коjу важи t, O2 −.. t′.

Да би постоjала тангента t′ круга k′2(O2, r2 + r1) из тачке O1, она се
мора налазити на кругу k′2 или у његовоj спољашњости. Дакле, мора
важити O1O2 ≥ r2 + r1. Ако jе O1O2 = r2 + r1, онда постоjи jединствена
тангента t′, па постоjи и jединствена заjедничка унутрашња тангента
кругова k1, k2. Ако jе O1O2 > r2 + r1, онда постоjе две тангенте t′, па
постоjе и две заjедничке унутрашње тангенте кругова k1, k2.

Напомена 9. Ове конструкциjе су такође помоћне конструкциjе и уко-
лико се користе у неком другом задатку, потребно jе исписати њихове
кораке у етапи Конструкциjа (могу се навести одвоjено од осталих кора-
ка, с назнаком да се ради о помоћноj конструкциjи). Услови под коjима су
ове конструкциjе могуће и одговараjући броj тангенти могу се користити
у етапи Дискусиjа без додатног образложења.
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